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1 はじめに 
 ボールのもつ空力特性を調べるため，一般的には風
洞実験が用いられる．しかし，この方法では実験条件
が飛翔中の条件と必ずしも一致しない可能性がある． 
 飛翔中のボールの空力係数を調べるために，その軌
道データを用いて，局所的に空力係数を推定する方法
がある．この方法では軌道を微小区間に分割し，各区
間内の軌道を 2 次関数として補間する．この 2 次関数
を微分することにより局所的に速度と加速度が得られ，
これらから空力係数が求まる． 
 従来は，用いる 2 次関数を，区間の中央点と両端点
の 3 点を補間して求めていた．しかし，この方法では補
間に用いる区間が短い場合に，空力係数の推定値に
ばらつきが生じる問題があった[1]． 
 そこで，本研究では，区間内のデータに最小2 乗法を
適用し 2 次関数を求める方法を試みる．また，従来法
と本研究での補間法において，誤差評価式を求める．
そして，これら評価式を基に補間法の評価を行う．さら
に，実測データを用いて空力係数を推定し，その結果
を比較する． 
 

2 空力係数の推定法 
ボールの投射位置を座標原点とし，鉛直上向きを	ݖ	

軸とする．そして，ボールの初速度と	ݖ	軸が作る平面
に垂直な方向を	ݕ	軸とし，	ݕ	軸と	ݖ	軸に垂直な方向を
 ．軸と定義する	ݔ	

このとき，飛翔するボールには空気抵抗	۲	とボール
の回転により発生するマグヌス力	ۼ	が働く．さらに，	ۼ	
は揚力	ۺ	と横力	܁	に分解できる．したがって，運動方
程式は式(1)のように表される． 

ሷܠ ൌ ሶܞ	 ൌ ۲ ൅ ۼ െ ܢ܍݃ ൌ 	۲ ൅ ۺ ൅ ܁ െ  ܢ܍݃

													ൌ ୲܍ܦ ൅ ୐܍ܮ ൅ ୗ܍ܵ െ (1) ܢ܍݃

ここで ܠ	 ൌ ሺ	ݔ, ,ݕ と	ሻ௧	ݖ ܞ	 ൌ ሺ	ݑ, ,ݒ はそれぞれボ	ሻ௧	ݓ
ールの位置ベクトルと速度ベクトル，܍୲はボールの速
度の単位ベクトル，܍୐	および ܍ୗ	はそれぞれ揚力と
横力方向の単位ベクトルを表す．そして，݃	は重力
加速度，܍୸	はݖ	軸方向の単位ベクトルである． 

また	ܦ	ܮ，	および	ܵ	は，それぞれの方向の力の大き
さを表す．これらの力の大きさは，一般に速度の2 乗に
比例する．したがって	ܦ	ܮ，	および	ܵ	は式(2)で表わさ
れる． 

ܦ ൌ ܮ，ଶݍୈܥܤ ൌ ܵ，ଶݍ୐ܥܤ ൌ ଶ (2)ݍୗܥܤ

ここで	ݍ	はボールの速度ベクトルの大きさである．さら
にܥୈ	は抵抗係数，ܥ୐	は揚力係数，ܥୗ	は横力係数で
ある．これらの係数は空力係数と呼ばれ，それぞれの
力の大きさを決定する無次元の係数である．また，  
	ܣ，は空気密度	ߩ，で定義される．ただし	2݉/ܣߩは	ܤ
はボールの断面積，݉	はボールの質量である． 
 空力係数は，飛翔中のボールの局所的な速度と加
速度から，式(3)のように求まる[2]． 

ୈܥ ൌ െ
ሶݍݍ ൅ ݓ݃
ଷݍܤ

୐ܥ， ൌ
ሶݓݍሺݍ െ ሻݓሶݍ ൅ ݃ሺݍଶ െ ଶሻݓ

ଶݍଷඥݍܤ െ ଶݓ
，

(3)

ୗܥ ൌ
ሶݑ ݒ െ ሶݒݑ

ଶݍଶඥݍܤ െ ଶݓ
 

3 誤差解析 
3.1 誤差の評価式 
 ここでは，式を簡略化するため自由落下するボール
を想定する．ただし，座標系の定義は 2 節と同様とする．
このとき，式(1)において	ݑ ൌ ݒ ൌ 0	となり，式(3)から抵
抗係数	ܥୈ	は式(4)のように求まる． 

ୈܥ ൌ െ
ሶݓ ൅ ݃
ଶݓܤ  (4)

 ここで，式(4)において速度	ݓ	および加速度ݓሶ 	の導出
のため，ボールの位置情報からその軌道を部分的に
補間する． 
 今，時刻	ݐ	 ൌ ݐ଴とする．このとき，Δݖの値を	ݖ	での	଴ݐ
をデータ間の時間間隔として，ݐ	 ൌ より前の時刻を	଴ݐ
	ݐ	 ൌ ଴ݐ െ Δݐ	と表し，このときの位置座標を	ିݖ	とする．
同様に，ݐ	 ൌ ݐ	より後の時刻は	଴ݐ ൌ ଴ݐ ൅ Δݐ	で表し，こ
のときの位置座標を	ݖା	とする[1]．ここでの推定では，
Δݐ ൌ ݊߬	とする．ここで，݊	は補間間隔を表わす自然数
であり，߬	は位置座標の測定時間間隔である． 
 ここでは，区間内の中央点とその両端点の 3 点を補
間に用いる従来法と，区間内全てのデータに対して最
小 2 乗法を適用する方法(LS 法)を考える． 
 

3.1.1 従来法 
 中央点	ݖ଴	の位置情報に測定誤差	ݖߜ	が含まれるとき，
中央点は	ݖ଴ ൅ と変位する．このとき，従来法におけ	ݖߜ
る速度	ݓ௱	および加速度	ݓሶ ௱	の算出結果を式(5)に示す． 

௱ݓ ൌ
1
2݊߬

ሺݖା ൅ ሻିݖ ൌ  ，ݓ

ሶݓ ௱ ൌ
1

݊ଶ߬ଶ
ሺݖା െ ିݖ െ ଴ሻݖ2 െ

2
݊ଶ߬ଶ

 ݖߜ

(5)

 式(5)の	ݓሶ ௱	について，右辺 1 項目はݓሶである．また，
2 項目は測定誤差の影響により加わる項である．この
項をݓሶ 	の誤差量	ݓߜሶ 	とおく．これらの関係を表わす式
を以下に示す． 

ሶݓ ௱ ൌ ሶݓ ൅ ሶݓߜ，ሶݓߜ ൌ െ
2

݊ଶ߬ଶ
(6) ݖߜ

 また，測定誤差を含む場合に算出されるܥୈ	を	ܥୈ
௱	と

する．ܥୈ
௱	は式(4)において，ݓሶ ൌ ሶݓ	 ௱	とすることで算出

できる．したがって，	ܥୈ
௱	は以下のように表される． 

ୈܥ
௱ ൌ െ

ሶݓ ൅ ݃

2ݓܤ
െ

ሶݓߜ
2ݓܤ

 (7)

ここで，式(7)の右辺 1 項目はܥୈ	である．そして，加速



度の場合と同様に，2 項目を	ܥୈ	の誤差量	ܥߜୈ	とする． 
 このとき，ܥߜୈ ൌ െݓߜሶ の関係と式(6)の組み合	ଶݓܤ/
わせにより，ܥߜୈ	は式(8)のように求まる． 

ୈܥߜ		 ൌ െ
1
ܤ
ሶݓߜ

1
ଶݓ ݖߜ ൌ

1
ܤ

2
߬ଶ݊ଶ

1
ଶݓ (8) ݖߜ

3.1.2 LS 法 
 ここでは， LS 法における速度	ݓ௱

୐ୗと	ݓ௱	との間には，
௱ݓ	

୐ୗ ≒ 	ݖߜ，の関係が成り立つとする．このことから	௱ݓ
の付加は速度	ݓ௱

୐ୗ	に影響を及ぼさないとする．このと
き，加速度	ݓሶ ߂

LS		の算出結果を式(9)に示す．  

ሶݓ ௱
୐ୗ ൌ ሶݓ LS െ

30

߬2ሺ2݊ ൅ 1ሻሺ2݊ െ 1ሻሺ2݊ ൅ 3ሻ
 (9)

 ここからは，従来法と同様の手順で，加速度の誤差
量	ݓߜሶ ୐ୗ

	
および空力係数の誤差量	ܥߜୈ

	୐ୗ	を算出する．
それぞれの算出結果を式(10)および式(11)に示す． 

ሶݓߜ ୐ୗ ൌ െ
30

߬ଶሺ2݊ ൅ 1ሻሺ2݊ െ 1ሻሺ2݊ ൅ 3ሻ
(10) ݖߜ

ୈܥߜ
	୐ୗ ൌ

1
ܤ

30
߬ଶሺ2݊ ൅ 1ሻሺ2݊ െ 1ሻሺ2݊ ൅ 3ሻ

1
ଶݓ (11) ݖߜ

3.2 補間法の評価 
 式(8)と式(11)について，݊	の値を 1 から 100 まで増加
させ，ܥߜୈ	およびܥߜୈ

୐ୗ	の値を比較する．ただし，݊	以
外のパラメータはすべて 1 として算出する．このことで，
それぞれの補間法における推定精度を評価する． 
 縦軸を	ܥߜୈ		および	ܥߜୈ

	୐ୗ，横軸を	݊	としたグラフを図
1 に示す．ただし，縦軸は対数となっている． 
 図 1 を見ると，ܥߜୈ	は	݊	の増加に伴い	݊	の-2 乗で減
少するのに対し，	ܥߜୈ

୐ୗ	では	݊	のおよそ-3 乗で減少す
ることがわかる． 

 

図 1 データの補間間隔と空力係数の誤差量の関係 

  
4 実測データを用いた空力係数推定 

ここでは，実際に測定されたバスケットボールの軌
道データ[3]を用いた．それぞれの補間法を用いたとき
の，空力係数の推定結果を図 2 から図 5 に示す．これ
らのグラフの横軸は，投射からの時刻を表している． 
 

 

図 2 抵抗係数の比較(バスケットボール，݊ ൌ 5) 

 
 図 3 揚力係数の比較(バスケットボール，݊ ൌ 5	)  

 
図 4 抵抗係数の比較(バスケットボール，݊ ൌ 15	) 

 

図 5 揚力係数の比較(バスケットボール，݊ ൌ 15	) 
 
 まず，図 2 と図 3 より	݊ ൌ 5	では，どちらの方法でも
空力係数がばらつき，全体的な傾向は捕らえられな
い． 
 次に，図 4 と図 5 より	݊ ൌ 15	では，	ܥD	はどちらの方
法でも，0.4から0.7ほどまで上昇する傾向が見られる．
一方，ܥ୐	について，LS	法では明らかにばらつきが減少
している．その結果，0.8 s 付近まで上昇後，下降して
いく傾向が見られる． 
 

5 まとめ 
 本研究では，飛翔中のボールの軌道データから局所
的に空力係数を推定する方法に関連して，その推定
精度を向上させる手法を検討した．従来の方法は，補
間する区間内の中央点と両端点の 3 点を通る 2 次関
数を用いていたが，今回はこの区間内の全ての点を使
った最小二乗法を試みた． 
 まず，測定データの位置情報に誤差を含む場合に生
じる，空力係数の誤差量を算出した．そして，それぞれ
の補間法において，発生する空力係数の誤差量を比
較した．その結果，最小 2 乗法の方が，誤差が減少す
ることが分かった．また，それぞれの補間法を用いて，
実測された軌道データから空力係数の推定を行った．
その結果，従来法では捕えられなかった空力係数の
傾向を明らかにできた． 
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