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1 はじめに 

飛翔中の放物体は空気中を移動し周りの気流から流体力

を受けている．その流体力は放物体の飛翔軌道に大きな影響

を与えている．放物体の軌道を特徴づけるものとして空力係

数がある．空力係数とは空気から受ける力を無次元化したも

のであり，一般的に風洞実験で求められる． 

風洞実験では，一様流中に物体を固定し空力係数を計測し

ている．そのため，風洞実験ではある流速に対してひとつの

値のみ求めることができ，空力係数の時間変化を得ることは

できない．また，飛翔中の放物体は加減速しているため，周

りの空気の流れは常に変化しており風洞実験とは条件が異

なっている [1]． 

そこで，風洞実験とは異なる手法として飛翔中の放物体の

位置データを用いて空力係数を推定する研究が行われてい

る[2]．先行研究では，位置データから速度と加速度を求める

ことで，時々刻々と変化する空力係数が推定された． 

本研究では放物体の軌道形状に基づき，その位置データか

ら軌道の幾何学量，放物体の空力係数および空力係数の時間

微分を推定することを試みる．そして，3 次元の実測データ

から各係数の推定を行うとともに，その結果から放物体に働

く流体力の非定常性について考える． 

 

2 空力係数の推定 

 放物体の投射位置を座標原点とし，鉛直上向きを𝑧軸とする．

そして，初速度が𝑥-𝑧平面に含まれるように𝑥軸を定義し，座

標系が右手系となるように𝑦軸をとる．放物体には重力𝑔，進

行方向と逆向きに働く空気抵抗 𝐃 とそれに直交する力 𝐍が

働く．また，𝐍 は放物体の回転による Magnus 効果などによ

り発生する力であり，揚力 𝐋 と横力 𝐒 に分解できるため，放

物体の運動方程式は次のように書ける． 

   𝑚𝐱̈ = 𝑚𝐯̇ =  𝐃 + 𝐍 − 𝑚𝑔𝐞z               

 =  𝐃 +  𝐋 + 𝐒 − 𝑚𝑔𝐞z = −𝐷𝐞t + 𝐿𝐞L + 𝑆𝐞S − 𝑚𝑔𝐞z (1) 

ここで，𝐱 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) および 𝐯 = (𝑢, 𝑣, 𝑤)はそれぞれ放物体

の位置ベクトルと速度ベクトル，𝑚を放物体の質量，𝑔 を重

力加速度， 𝐞z を 𝑧 軸方向の単位ベクトル， 𝐞tを軌道の接線単

位ベクトル， 𝐞L と𝐞S をそれぞれ揚力と横力の方向の単位ベ

クトルとする．  

放物体の軌道は 3 次元空間内で曲線を描く．空間曲線論に

よると空間曲線は局所的に一般 3 次曲線で近似される[3]．

そのため，Frenet-Serret の式に基づいて曲線上で局所正規直

交基底を次のように定義する．  

ėt = 𝜅𝑞en 

ėn = −𝜅𝑞et + 𝜏𝑞eb (2) 

ėb = −𝜏𝑞en 

ここで，𝜅 と 𝜏 は曲率と捩率，𝐞nと 𝐞b はそれぞれ主法線と

従法線の単位ベクトルである．なお，式中の ∙ は時間微分 

 

を表わし，𝑞 = |𝐯| は速度の大きさである．このとき，放物体

の速度から，加速度と加速度の変化率(躍度)は Frenet-Serret

の式より次のように表される．  

𝐯 = 𝐱̇ = 𝑞𝐞t 

𝐱̈ = 𝑞̇𝐞t + 𝑞𝐞̇t = 𝑞̇𝐞t + 𝜅𝑞2𝐞n                                     (3) 

𝐱 = (𝑞̈ − 𝜅2𝑞3)𝐞t + (3𝜅𝑞̇ + 𝜅̇𝑞)𝑞𝐞n + 𝜅𝜏𝑞3𝐞b 

式(3)の第 2 式は放物体の加速度を示しているため， 𝐞tと𝐞n

の方向に分解することが可能である．よって，運動方程式は

次のように書ける． 

𝑚𝐯̇ = −(𝐷 + 𝑚𝑔(𝐞t ∙ 𝐞z))𝐞t + 𝐍 − 𝑚𝑔(𝐞z − (𝐞t ∙ 𝐞z)𝐞t) (4) 

放物体に働く流体力の大きさは一般に物体の速度の自乗

に比例し，その力が働く方向に応じた流体力の比例係数とし

て抵抗係数 𝐶D ，揚力係数 𝐶L  および横力係数  𝐶S  がそれ

ぞれ次式で定義される． 

𝐷 =
1

2
𝜌𝐴𝐶D𝑞2，𝐿 =

1

2
𝜌𝐴𝐶L𝑞2，𝑆 =

1

2
𝜌𝐴𝐶S𝑞2 (5) 

ただし， 𝜌 は空気密度，A はボールの断面積である． 

 ここで，定数𝛼 = 2𝑚 𝜌𝐴⁄ とし， 式(3)の第 2 式と式(5)を用

いることによって空力係数は以下のように求められる． 

𝐶D = −
𝛼

𝑞2
(𝑞̇ + 𝑔(𝐞t ∙ 𝐞z))  

𝐶L =
𝛼

𝑞2 (
𝐍

𝑚
∙ 𝐞L)， 𝐶S =

𝛼

𝑞2 (
𝐍

𝑚
∙ 𝐞S) (6) 

 

3 空力係数の時間微分の推定 

 空力係数の時間微分は運動方程式を時間で微分した式と

躍度の式より求まる．運動方程式を微分した式を以下に示す． 

𝑚𝐯̈ = 𝐃̇ + 𝐍̇ = −𝐷̇𝐞t − 𝐷𝐞̇t + 𝐍̇ (7) 

ここで，式(7)を𝐞t，𝐞nと𝐞bの各成分に分解するため，𝐍̇を

次のように定義する． 

𝐍̇ = (𝐍̇ ∙ 𝐞t)𝐞t + (𝐍̇ ∙ 𝐞n)𝐞n + (𝐍̇ ∙ 𝐞b)𝐞b (8) 

また，速度ベクトルとNは直交することから， 

𝐍̇ ∙ 𝐞t + N ∙ 𝐞̇t = 0 

𝐍̇ ∙ 𝐞t = −𝜅𝑞N𝐞n (9) 

となり，式(7)は式(8)と式(9)より次のように書ける． 

𝑚𝐯̈ = −(𝐷̇ + 𝜅𝑞N𝐞n)𝐞t + (𝐍̇ ∙ 𝐞n − 𝐷𝜅𝑞)𝐞n + (𝐍̇ ∙ 𝐞b)𝐞b (10) 

式(10)と式(3)の第 3 式より，𝐷̇と𝐍̇は次のように求められる． 

𝐷̇ = 𝑚(𝜅2𝑞3 − 𝑞̈) − 𝜅𝑞N𝐞n (11) 

𝐍̇ = (−𝜅𝑞N𝐞n)𝐞t + (𝑚𝑞(3𝜅𝑞̇ + 𝜅̇𝑞) + 𝐷𝜅𝑞)𝐞n + (𝑚𝜅𝜏𝑞3)𝐞b(12) 

上記の 2 式と式(5)を微分した式により空力係数の時間微分

は求められる． 



4 推定結果 

 TRACKMAN(TMN)を用いて測定されたゴルフボールの

3 次元の軌道データから各係数の推定を行う．このとき，軌

道上の2𝑛 +1個の位置データを最小二乗法で補間することを

考える． ここで𝑛 は補間数を表し, 𝑛=1 は隣り合う 3 点，𝑛=2

は連続した 5 点の意味である[2]．推定された空力係数を図

１～3 に示す． 

図１ 抵抗係数の推定結果 

図２ 揚力係数の推定結果 

図３ 横力係数の推定結果 

 

 図中の×と○が本研究で得られた結果を示しており，×

が𝑛 =5，○が𝑛 =10 の推定結果である．点線は先行研究で

得られた結果で補間間隔は𝑛 =5である．実線は TMN が算

出した結果を示している．ただし，TMN では横力係数は出

力されない．横軸には進行速度の瞬間値に基づいたレイノ

ルズ数 𝑅𝑒 を用いる． 

本研究で得られた抵抗係数と揚力係数は先行研究で得ら

れた結果よりも TMN で算出された値に近くなった．また，

先行研究で得られた結果よりも本研究の推定結果では値の

ばらつきが改善されている．すべての推定値が変化している

ことから，空力係数が一定値ではないことが確認できる．こ

のことから，物体の加減速が空力係数に影響を及ぼすことが

示唆される． 

図４ 𝐶Dの時間変化 

図５ 𝐶Nの時間変化 

 

次に空力係数の時間微分の推定結果を図 4 と図 5 に示す．

このとき，推定値の変化に着目するため縦軸は対数目盛をと

っている．上記の結果において，補間間隔が小さい場合に推

定した値にばらつきが生じたが，補間間隔を大きくすること

によりばらつきは改善された．𝑛 =10 の推定結果では，𝐶Dの

時間変化の推定値は2.4 × 10−4~2.9 × 10−1，𝐶Nの時間変化の

推定値は4.1 × 10−3~2.1 × 10−1の範囲となっている． 

 

5 まとめと今後の課題 

 本研究では放物体の軌道形状に基づき，その位置データか

ら軌道の幾何学量，放物体の空力係数および空力係数の時間

微分を推定することを試みた． 

実際に計測されたゴルフボールの 3次元軌道から各係数の

推定を行った．本研究で得られた結果は先行研究よりも値の

ばらつきが改善された．また，放物体の位置データから軌道

の幾何学量を用いて空力係数の時間微分を推定することが

できた．その結果，空力係数の時間微分は1.0 × 10−4~1.0の範

囲で値をとることがわかった． 

今後の課題としては軌道データから放物体の回転軸を求

めることで，より詳細に放物体に働く流体力の非定常性を検

討することが可能になると考えられる．  
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