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1 はじめに 

空力係数は物体の空力特性を表す代表的なパラメータであ

る．空力係数を求める代表的な方法として風洞実験[1]がある

が，風洞実験でその時間変化を求めることは難しい．さらに，

飛翔体の運動方程式は時間に関する微分方程式であるため，

風洞実験で得られる空力係数を物体の運動方程式に基づく時

間変化と直接対応させることも難しい． 

風洞実験と異なる実験方法のひとつに，軌道を局所的に最

小二乗法で近似して空力係数の時間変化を求める手法（補間

法）がある．しかし，この手法では軌道データの測定誤差の

影響が強く出るため，加速度の推定精度が悪化し，結果的に

空力係数の推定結果に強く影響する[2]． 

そこで，近似ベイズ計算法(ABC 法)による空力係数の推定

が試みられた[3]．ABC 法には加速度を直接使わず推定可能

であるという利点がある．しかしながら，推定に用いる初速

度や閾値が空力係数の推定結果に大きく影響することが明ら

かになっている． 

そこで，本研究では最適な初速度を調べる．さらに，ABC

法では適切な閾値を設定する必要があるため，軌道データの

測定誤差を基準として閾値を決定する方法を考察する． 

 

2 運動方程式 

 投射位置を座標原点として鉛直上向きに𝑧軸を取り，初速度

ベクトルが𝑥– 𝑧平面内に含まれるように𝑥軸を定義する． 

 空気中において飛翔体には速度の 2 乗に比例する抵抗と揚

力が働くので，その運動方程式は次式となる[4]． 

 

�̇� =  −
𝜌𝑆𝑞

2𝑚
(𝐶𝐷𝑢 + 𝐶𝐿𝑤) (1) 

 

�̇� =  −
𝜌𝑆𝑞

2𝑚
(𝐶𝐷𝑤 − 𝐶𝐿𝑢) − 𝑔 (2) 

 

ここで，(𝑢, 𝑤)と 𝑞 =  √𝑢2 + 𝑤2 は飛翔体の速度ベクトルと速

さである．また，𝑚と𝑆は飛翔体の質量と投影断面積，𝑔は重

力加速度，𝜌は空気密度，𝐶Dと𝐶Lはそれぞれ抵抗係数と揚力係

数である． 

 

3 ABC 法 

ベイズ統計学において尤度関数は計算上扱いにくいうえ，

計算コストがかかるという問題がある．ABC 法はシミュレー

ション・データと実測データを比較することで，尤度の計算

を回避し事後分布を推定することができる[5]． 

ABC 法において最も単純な手法である Rejection 

sampler(RS)法の手順を以下に示す． 

1） 軌道データから位置と初速度を計算する． 

2） 抵抗係数 𝐶Dと揚力係数 𝐶Lをサンプリングする． 

3） 𝐶Dと𝐶Lを運動方程式に代入し，積分して軌道を求める． 

4） 得られた軌道と実測データから式(3)で示すユークリッ

ド距離を計算する．𝑥𝑑と𝑧𝑑は実測データの座標，𝑥と𝑧は

運動方程式から計算された座標である．ここで，𝑡𝑖は距離

を求める時刻である． 

𝑑2 = ∑ ((𝑥(𝑡𝑖) − 𝑥𝑑(𝑡𝑖))
2

+  (𝑧(𝑡𝑖) − 𝑧𝑑(𝑡𝑖))
2

)

𝑡𝑖

(3) 

5） 距離関数の値が閾値以下であればその𝐶Dと𝐶Lを受理する． 

6） 必要なサンプリングサイズを得るまで 2)～5)を繰り返す． 
 

4 推定結果 

4.1 RS 法による結果 

 図１に示す軌道 No. 2[6]に対してサンプリングサイズ

1000，閾値を 5.0 として𝐶Dと𝐶Lを推定した．推定結果の𝐶Dを

階級幅 0.025 のヒストグラムにしたものが図 2 である．異な

る軌道データに対して同じ閾値で推定すると，𝐶Dの推定値の

幅が近くなった．𝐶Lに対しても同様の結果が得られた． 

 

図 1 軌道 No. 2 の軌道データ 

図 2 閾値 5.0 での𝐶Dの推定結果(軌道 No. 2) 

 

4.2 初速度の影響 

ここでは，いくつかの計算式で初速度を求め，補間法の結

果と比較することで最適な初速度を調べる．初速度は軌道デ

ータから 2 次精度中心差分と 2 次精度前進差分で求める．ま

た，軌道データに含まれる誤差の影響を小さくするために，

軌道上の全位置データを最小二乗法で 3 次式近似し，その時

間微分から初速度を得る(以下，最小二乗近似と呼ぶ)．これら

の計算式で求めた初速度を用いることで，RS 法で抵抗係数𝐶D

と揚力係数𝐶Lを推定する． 

軌道 No. 2 と軌道 No. 3 の抵抗係数𝐶Dの推定結果をそれぞ

れ図 3 と図 4，揚力係数𝐶Lの推定結果を図 5 と図 6 に示す．

サンプリングサイズを 1000，閾値を 5.0 とした．RS 法にお

ける結果はすべて平均値で，水色が２次精度中心差分，青色

が２次精度前進差分，橙色が最小二乗近似，灰色が補間法の
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結果である．横軸はレイノルズ数であり，これは速度の無次

元化に対応する． 

抵抗係数 𝐶Dにおいては，図 3 と図 4 のように 2 次精度前進

差分や２次精度中心差分の推定結果が補間法の結果の範囲外

にある軌道データが確認できた．最小二乗近似の推定結果は

すべて補間法の結果の範囲内に収まっていたため，𝐶Dの推定

は最小二乗近似が最も適していると考えられる． 

 

図 3 軌道 No. 2 の抵抗係数𝐶D 

図 4 軌道 No. 3 の抵抗係数𝐶D 

 

一方，揚力係数 𝐶Lはどの初速度でも補間法の結果の範囲外

となる軌道データが存在する．補間法では空力係数が軌道に

沿って変化すると仮定して計算しているが，RS 法では空力係

数一定で推定している．今回の結果は空力係数の時間変化を

考慮する必要があることを示唆している． 

 

図 5 軌道 No. 2 の揚力係数𝐶L 

図 6 軌道 No. 3 の揚力係数 𝐶L 

 

4.3 距離関数の無次元化 

軌道データは測定誤差を含んでおり，距離関数の最小値は

測定誤差の大きい軌道ほど大きくなる．つまり，すべての軌

道データに対して同じ閾値を用いて推定する場合，その最小

値に対する閾値の割合が異なる．ここでは，この問題を解決

するために距離関数の無次元化を行う． 

 距離関数 𝑑2とその最小値(𝑑𝑚𝑖𝑛)2の関係は式(4)で表される． 

𝑑2 = ∑ ((𝑥(𝑡) − 𝑥𝑑(𝑡))
2

+ (𝑧(𝑡) − 𝑧𝑑(𝑡))
2

)

𝑡

≥ (𝑑𝑚𝑖𝑛)2 (4) 

これを次式のように変形すると，無次元化した距離関数

(𝑑∗)2が得られる． 

(𝑑∗)2 = ∑ ((
𝑥(𝑡)

𝑑𝑚𝑖𝑛
−

𝑥𝑑(𝑡)

𝑑𝑚𝑖𝑛
)

2

+ (
𝑧(𝑡)

𝑑𝑚𝑖𝑛
−

 𝑧𝑑(𝑡)

𝑑𝑚𝑖𝑛
)

2

)

𝑡

≥ 1 (5) 

RS 法において距離関数を式(5)に変更し推定する．軌道デ

ータの誤差は最小二乗法で 3 次式近似して得られた残差を使

用する．サンプリングサイズを 1000，閾値𝜀∗を 300 として推

定した結果を表 1 に示す．表中の𝛥𝐶Dと𝛥𝐶Lはそれぞれの最大

値と最小値の差である． 

 

表 1 空力係数の推定結果(無次元距離) 

軌道 𝛥𝐶D 𝛥𝐶L 残差 

No. 1 0.138 0.135 0.016647 

No. 2 0.169 0.140 0.013044 

No. 3 0.122 0.114 0.006658 

No. 4 0.323 0.287 0.039493 

No. 8 0.058 0.056 0.003065 

No. 10 0.238 0.207 0.018484 

No. 11 0.225 0.204 0.020990 

No. 14 0.289 0.259 0.023242 

No. 17 0.231 0.202 0.024832 

No. 19 0.106 0.101 0.004642 

No. 20 0.183 0.166 0.013333 

 

一般に，残差の小さい軌道ほど高精度に推定可能である．

無次元の距離関数を用いない RS 法では，4.1 節で述べたよう

に同じ閾値で推定すると推定値の幅に大きな差がなかった．

しかし，距離関数を無次元化することによって，残差の小さ

い軌道ほど推定値のばらつきが少なく高精度に推定できた．

しかし，この方法で得られた結果は分布が異なるためそれら

を相互に比較するための基準を検討する必要がある． 

 

5 まとめと今後の課題 

 本研究では，飛翔中のサッカーボールの軌道データから

ABC 法を用いて空力係数を推定し，推定に用いる初速度の最

適な計算式と閾値の決定方法について調べた． 

 初速度の計算式を変更して推定した結果，抵抗係数 𝐶Dは軌

道データ全体を最小二乗法で 3 次式近似し，その時間微分を

初速度とする方法が最も有効であった．揚力係数𝐶Lは，どの

計算式も補間法の結果と異なる軌道データが存在したため，

正確な計算式は結論できなかった． 

軌道データの測定誤差から閾値を決定するために，距離関

数の無次元化を行った．無次元化していない距離関数を用い

た RS 法では推定値の幅が近くなったが，距離関数を無次元

化すると，同じ閾値で推定しても残差の小さい軌道データは

推定値の幅が狭くなり推定精度が向上した． 

今後は， ABC 法で空力係数の時間変化を考慮して推定す

る方法を考える必要がある． 
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