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1 はじめに 

多くの球技で使われるボールは空中で回転をしており，

これによって揚力が発生する．そして，この揚力が飛距

離を大きくする．しかし，回転するボールに働く空気力

の測定は困難なため，ボールに働く空気力についてはい

まだに不明な点が多い．特にボールに働く空気力はボー

ルの形状や回転数によって複雑に変化する．このことも

ボールに働く空気力の解明を難しくしている．  

その一方で，抵抗を受ける投射体の軌道を解析的に求

めることも一般にはできていない．その結果として最大

投射角についてもほとんどわかっていないようである．

さらに，揚力の効果を含んだ質点の最大投射角について

はこれまでのところ全く結果が知られていない[1]． 

本研究では，最大投射角に対する揚力の影響を調べる．

そのために，速度の自乗に比例する揚力が働く場合と速

度に比例する揚力が働く場合の運動方程式を導き，それ

を用いて軌道と最大投射角について比較・検討する． 

2 運動方程式と線形化 

質点の投射位置を原点にとる．そして，鉛直上向きに  

軸をとり，水平方向に 軸をとる．質量と重力加速度をそ

れぞれ と とする．この質点には，図 1に示すように重

力  と揚力   が働くとして抵抗は考えないものとする． 

上記の条件下における質点の運動方程式と初期条件は

次式のようになる[2]． 
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ここで      は,質点の位置ベクトルであり，     は質点

の速度ベクトルである．速度の大きさは とする．また，

  と  はそれぞれ初速度と投射角である．そして，  は揚

力の比例定数である． 

式(1)～(3)を無次元化すると次式が得られる．式中の*

が付いた量は無次元量である． 
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ここで，  は式(7)で定義される重量揚力比と呼ばれる無

次元パラメータである． 
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次に，式(8)によって線形化を行うと式(4)と式(5)はそれ

ぞれ式(9)と式(10)となる[3]．  
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図 1 質点の運動 

3 シミュレーション結果 

 3．1 軌道の比較 

 速度の自乗と速度に比例する揚力が働いた場合の軌道

を比較した結果を図 2に示す.これは，重量揚力比 0.5と

投射角 33°の計算結果である．図 2より，速度の自乗に

比例する揚力が働く場合の軌道と速度に比例する揚力が

働く場合の軌道は異なっていることが分かる．このよう

に，    の場合には，速度の依存性によって軌道が異な

る結果が得られた． 

 

図 2 速度との関係が異なる揚力による軌道比較 
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3．2 最大投射角 

速度の自乗と速度に比例する揚力が働く場合の最大投

射角を求めた．式(4)～式(10)を用いて最大投射角を計算

した．いくつかの代表的な重量揚力比に対して計算した．

その結果を図 3 に示す．図 3 より，速度の自乗に比例す

る揚力が働く場合と速度に比例する揚力が働く場合の最

大投射角は同じになることが確認できる．この結果は，

重量揚力比が同じ場合，揚力の速度依存性が異なってい

ても最大投射角が一致することを示している． 

 

図 3 最大投射角と重量揚力比 

3．3 飛距離と重量揚力比 

速度の自乗と速度に比例する揚力が働く場合の最大投

射角での飛距離を求めた．そして，いくつかの代表的な

重量揚力比で飛距離を計算した． 

その結果を図 4 に示す．図 4より，重量揚力比が 0 の

ときを除いて，速度の自乗に比例する揚力が働く場合と

速度に比例する揚力が働く場合の飛距離が異なっている

ことが分かる．さらに，速度に比例する揚力が働く方の

飛距離が大きいことや重量揚力比が大きいほど飛距離の

差が大きくなることも分かる． 

 

図 4 飛距離と重量揚力比 

3．4 最大高さと重量揚力比 

 速度の自乗と速度に比例する揚力が働く場合の最大投

射角時の軌道における最大高さを求めた．前節と同様に

重量揚力比はいくつかの代表的な揚力係数で最大高さを

計算した． 

 

その結果を図 5 に示す．図 5より，重量揚力比が 0 の

ときを除いて，速度の自乗に比例する揚力が働く場合と

速度に比例する揚力が働く場合の最大高さは異なってい

ることが分かる．さらに，重量揚力比が大きいほど速度

の自乗に比例する揚力と速度に比例する揚力の最大高さ

の差が大きくなることが分かる． 

図 5 重量揚力比と最大高さ 

4 まとめ 

 最大投射角に対する揚力の影響を調べるため，速度の

自乗に比例する揚力と速度に比例する揚力が働く投射体

の軌道シミュレーションを行った． 

 重量揚力比を同じに設定してそれらの軌道を比較した

ところ，軌道は異なっていることが分かった．次に，最

大投射角について比較したところ揚力と速度の関係に関

わらず一致することが分かった． 

そこで，最大投射角における飛距離や最大高さを比較

した結果，速度の自乗に比例する揚力と速度に比例する

揚力では飛距離と最大高さが異なっており，速度に比例

する揚力が働く方が飛距離と最大高さが大きいことが分

かった． 

揚力の速度依存性が異なる場合，飛距離や最大高さな

ど軌道形状が異なるにもかかわらず，最大投射角は一致

するという結果が得られた．しかし，その理由は現段階

では不明であり，その解明が今後の課題である．  
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