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1 序論 

工学の分野で研究されている物理学，生命科学，

社会科学などの動的システムは常微分方程式や遅延

微分方程式，あるいは確率微分方程式によってモデ

ル化されている．モデル化された動的システムのパ

ラメータ推定に関して，これまでに広範な研究が行

われてきた． 

物理モデルを選ばずにパラメータ推定を行える最

適 化 手 法 の ひ と つ に 近 似 ベ イ ズ 計 算 法

(Approximate Bayesian Computation, ABC 法)があ

る[1]．ABC 法はベイズ推定の枠組みではあるが，

実験データとシミュレーションデータを直接比較す

ることで，計算にコストがかかる尤度を使わずにパ

ラメータ推定を行う．さらに，物理モデルを選ばな

いため，現在までに最適化手法が利用できなかった

分野や，競合するモデルが多い場合など様々な分野

への応用が容易である． 

しかし，ABC 法によってパラメータの時間変化を

推定する手法は確立されていない．そこで，本研究

では ABC 法を用いて非定常性をもつパラメータの

推定を試みる．それに先立って，ABC 法は推定に適

切な閾値を設定する必要があるため，異なるデータ

に対して共通の閾値で推定する方法や，閾値を設定

するための基準を提案する． 

パラメータが非定常に変化する物理モデルとして，

飛翔物体の空力係数の推定を取り上げる．空気力学

では物体の空力特性を表すパラメータとして空力係

数を用いる．飛翔物体の軌道から空力係数を求める

研究では，物体の速度などにより空力係数が変化す

ることが報告されている[2]．今回はこの結果を参考

にして，ABC 法によるパラメータの非定常性の推定

についての利点や課題について検討する． 

 

2 ベイズ統計学 

ABC 法の基本的な手順を以下に示す[3]． 

1) ある事前分布𝜋(𝜽)から母数𝜃の候補となる𝜃∗を

サンプリングする． 

2) シミュレーションデータ𝑥∗を条件付き確率分

布𝑓(𝑥|𝜃∗)からシミュレーションする． 

3) 𝑥∗を実験データ𝑥0と比較し，距離関数を用いて

𝑑(𝑥0, 𝑥∗) ≤ 𝜀であるとき，𝜃∗を得る． 

4) 1)～3)を必要なサンプル数が得られるまで繰

り返す． 

距離関数は以下のユークリッド距離で定義する． 

𝑑 =
1

𝑛
∑ √(𝑥(𝑡𝑖) − 𝑥𝑑(𝑡𝑖))

2
+ (𝑧(𝑡𝑖) − 𝑧𝑑(𝑡𝑖))

2

𝑡𝑖

(1) 

ここで𝑥𝑑と𝑧𝑑は実測データの座標，𝑥と𝑧は計算され

た座標，𝑛は実測データの座標の点数を示す．また，

𝑡𝑖は任意の時刻を表す． 

 

3 空力係数の推定法 

 水平方向(𝑥)と鉛直方向(𝑧)の質点の運動方程式を

以下に示す． 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= −

𝜌𝑆𝐶D

2𝑚
𝑞𝑢 −

𝜌𝑆𝐶L

2𝑚
𝑞𝑤 (2) 

       
𝑑𝑤

𝑑𝑡
= −

𝜌𝑆𝐶D

2𝑚
𝑞𝑤 +

𝜌𝑆𝐶L

2𝑚
𝑞𝑢 − 𝑔 (3) 

ここで，質点の速度ベクトルを𝒗 =  (𝑢, 𝑤)，速度の大

きさを𝑞 =  √𝑢2 + 𝑤2とする．𝑚と𝑆は質点の質量と

投影断面積，𝑔は重力加速度，𝜌は空気密度，𝐶Dと𝐶L

は抵抗係数と揚力係数である． 

 

4 閾値の決定方法 

 卓球とサッカーボールの実測データと用いて空力

係数の推定を行う．ABC 法を用いて卓球の軌道デー

タ No. 4 に対して空力係数の推定を行うと𝐶Dの事後

分布は図 1 となった．この図はサンプル数 10000 で

推定した結果である． 

図 1 卓球の軌道データ No. 4 の𝐶Dの事後分布 

 

ABC 法は推定に適切な閾値を設定する必要があ

る．そこで，実測データのもつ距離関数の最小値を

基準とし，それを定数倍することで閾値とする．こ

の方法で空力係数の推定を行い，測定誤差と事後分
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布の分布幅の関係を調べた．図 2に𝐶Dの結果を示す．

図の横軸は測定誤差，縦軸は𝐶Dの事後分布の分布幅

である．測定誤差の小さい軌道ほど分布幅が狭く，

高精度な推定が可能となった． 

 

図 2 測定誤差と𝐶Dの事後分布の幅 

 

5 非定常性の推定 

5.1 推定結果 

空力係数の時間変化を，実測データから連続する

いくつかのデータ点を取り出し，それを 1 時刻ずつ

移動させて推定する．今回は，10 点または 30 点を

取り出して推定を行った．卓球軌道 No. 33 の𝐶Dと

𝐶Lの結果を図 3 と図 4 に示す．横軸は時間，縦軸は

𝐶Dまたは𝐶Lである．青と緑の実線が 10 点区間また

は 30 点区間で推定された平均値であり，破線は事

後分布の最大値と最小値である． 

結果から，10 点区間で推定した結果の方が値の変

化が大きく，推定に用いるデータ点数が少ないほど

時間変化を詳細に評価できると考えられる．また，

事後分布の最大値と最小値の差は 10 点ずつ推定し

た結果のほうが大きいため，データ点数が少ないと

事後分布が広がり精度が低下することが確認できた． 

 

図 3 𝐶Dの時間変化(卓球軌道 No. 33) 

 

図 4 𝐶Lの時間変化(卓球軌道 No. 33) 

5.2 飛翔時間の影響 

 事後分布の推定精度が低下した原因は，推定する

データの時間が関係していると予想した．そこで，

飛翔時間を考慮して，(4)式の距離関数を考えた． 

 

𝑑 =
1

𝑛𝐿
∑

1

𝑡𝑖
1.75

√(𝑥(𝑡𝑖) − 𝑥𝑑(𝑡𝑖))
2

+ (𝑧(𝑡𝑖) − 𝑧𝑑(𝑡𝑖))
2

𝑡𝑖

(4) 

 

ここで，𝐿は実測データの飛距離である． 

この距離関数を用いて卓球軌道 No. 4 の空力係数

の時間変化を推定した．𝐶Lの結果を図 5 に示す．青

が(1)式，緑が(4)式の距離関数の推定結果である． 

時間の影響を考慮した距離関数の方が時間変化の

増減が激しくなった．また，事後分布の分布幅も広

がってしまい，推定精度が低下した．これは，𝑡1.75が

微小な値となり，それで徐算した結果，実測データ

のもつ測定誤差が拡大したことが原因と考えられる． 

 

図 5 時間を考慮した距離関数の時間変化 

 

6 結論 

 本研究では，ABC 法を用いて物理モデルに含まれ

る非定常性をもつパラメータの推定を試みた．その

例として，飛翔中のボールの空力係数を推定した． 

特に，空力係数の時間変化を推定する方法を提案

した．本研究で提案した方法では，推定に用いるデ

ータ点数が少ないほど時間変化を詳細に評価できた．

しかし，データ点数が少ないと事後分布の推定精度

が低下した． 

そこで，時間の影響を考慮した距離関数を用いて

推定を行ったが，測定誤差が拡大してしまい，推定

精度は改善しなかった．したがって，データのもつ

時間の長さを考慮して事後分布の精度を向上する方

法を検討する必要がある． 

 

参考文献 

[1] Toni, T., et al.(2009). Journal of Royal Society 

Interface, 6, 187–202. 

[2] Lyu, B., et al.(2018). The Proceedings of the 12th 

Conference of the International Sports Engineering 

Association,Vol.2, No.238. 

[3] Beaumont, M. A., et al(2002). Genetics. 162, 

2025–2035. 

0

0.04

0.08

0 0.002 0.004 0.006 0.008

𝐶
D
の
分
布
幅

測定誤差

卓球 サッカーボール

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0 0.05 0.1

C
L

t[s]

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0 0.05 0.1

C
L

t[s]

0.2

0.4

0.6

0 0.05 0.1

C
D

t[s]

―従来の距離関数 

―時間を考慮した距離関数 


