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１ はじめに 

 放物運動には空中移動距離を最大にする最適角が

存在する．例えば投射点と着地点に高低差がないとき，

真空中での最適角は   となることが知られている．し

かし，投射問題に大きく関連するスポーツ分野の実測

データ，例えば走り幅跳びの踏切角や砲丸投げの投射

角は上述の角度と一致しない[1]．その理由として助走

を伴う投射，投射点と着地点の高低差，あるいは空気

抵抗の効果などがあげられる．そして，これらの効果

を考慮した最適角は十分に知られていない． 

 そこで本研究では投射問題を一般化することで，各

状況での最適投射角に対する上述した各効果の最適投

射角への影響を調べる． 

 

２ 運動方程式 

空気中を運動する物体に働く抵抗の大きさは，一般

に速度の自乗に比例することが知られている．したが

って,空気抵抗と重力が働く質点の運動方程式は次式

で表される[2]．  

  

  

  
                  

  

  
            

  (1) 

ここで， は水平方向の速度， は鉛直方向の速度を表

す． と はそれぞれ質点の重量と重力加速度， は空

気抵抗の比例係数であり，次式で求められる． 

  
 

  
     

３ ３変数投射モデル 

助走の効果を含んだ最も簡単な投射モデルを図 1 に

示す．このモデルでは一定速度 で水平に移動する台車

から角度 ，速度 で投射体が投射される．したがって，

投射体の地面に対する初速度は台車の速度と台車に対

する投射速度の合成速度で表されることになる．図 1

に示した模式図に対する速度図を図 2に示す． 

 

図 1 ３変数投射モデル 

 

図 2 ３変数投射モデルの速度図 

 

投射速度が一定の場合に対して，投射速度よる無次

元化をすると３変数投射モデルの初速度は次式となる． 

  
      

        

 
        

      
      

 
                       

  (2) 

また，飛距離  は次式となる．ここで  と  はそれぞ

れ台車の速度と着地点の高低差の無次元数で，それぞ

れ       ，        である． 

 

                               (3) 

 

４ 助走速度の最適投射角への影響 

着地点の高低差がない場合，式(3)の飛距離  を投射

角 の関数と考え，    とおくと飛距離  を最大にす

る初速角    は以下の極値問題の解として求めること

ができる． 

   

  
 

                    

  
    

これをまとめると 

                   

より，その解は次式となる． 

 

 
 
 

 
 
        

 

 
 
  

 

  
 
  
 

        
 

 
 
  

 

  
 
  
 

   

この２つの解が飛距離  を極値にする投射角である．

台車の速度が       の範囲での投射角の極値  

を図 3に示す(  ：極大となる角，  ：極小となる角)．

ただし，横軸は対数で表している．結果を見ると，  が

           

     

  

    

  

    

  



大きくなると，  が 90 に近づくことが分かる． 

 

図 3 飛距離を極大と極小にする投射角 

 (    極大，    極小) 

 

５ 高低差の最適投射角への影響 

着地点の高低差がある場合，式(3)の飛距離  を最大

にする投射角    を極値問題の解として求めた結果を

以下に示す[3]． 

     
 

   
   

              
 

 
    

ここで，    は次式から求められる． 

        
     

        

   
        

  

着地点の高低差  の値がそれぞれ±0.25，0.5，5.0

の場合について，    を求めた結果を図 4 に示す．図

中の横軸は対数で表している．結果を見ると，  が大

きくなると，    が小さくなることが分かる． 

 

 

図 4 高低差による最適投射角の変化  

 

６ 空気抵抗の最適投射角への影響 

着地点の高低差が±0.25の場合に対して，最適投射

角を抵抗係数  の関数と考えて，抵抗係数が     の範

囲での最適投射角を計算した結果を 図5と図6に示す．

特に図 6 において横軸は対数である．ここで  は無次

元された抵抗係数であり，次式で求めることができる． 

          

 

図 5 最適投射角          

 

 図 6 最適投射角           

 

結果を見ると，       の場合には，  が大きくな

ると，最適投射角    が小さくなる．一方，        

の場合には，  が大きくなると，最適投射角    が大

きくなり，        となる場合もあることが分かる． 

 

７ まとめ 

助走効果を含む３変数投射モデルを一般化すること

で，投射点と着地点の高低差および空気抵抗の最適投

射角への影響を簡潔に表すことができた．これにより，

さまざまな状況下での最適投射角の予測が可能になる．

今後はモデルに含まれる変数の物理的な意味を明らか

にすることで，この投射モデルの様々なスポーツ分野

への応用が期待できる． 
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