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１ はじめに 

ボールを用いるスポーツの多くは飛翔中のボールの軌

道を制御，予測することがゲームの勝敗に大きく影響する．

そして，ボールは飛翔中に周囲の空気から受ける力，すな

わち流体力によってその軌道に変化がもたらされる．よっ

てボールの流体力を解明することが重要である． 

ボールに働く流体力は空力係数によって表わされる．ボ

ールの空力係数に関する研究の多くは風洞実験によって

行われている．しかし，風洞実験ではボールは固定されて

おり，一様な風を送ることによって空力係数を調べている．

これは実際の条件とは異なり飛翔中のボールの空力係数

を風洞実験で正確に求めることは難しい． 

一方，近年ではボールの軌道データから空力係数を推

定する研究も行われている．しかし，この方法は軌道デー

タの測定誤差の影響が強く出るため，その結果として加速

度の推定精度が悪化し，空力係数の推定結果に大きく影

響することがわかっている[1]． 

そこで本研究では，飛翔しているボールの軌道データか

ら，ボールの空力係数を近似ベイズ計算(ABC)法 [2]を用

いて推定する． 

 
２ ABC法 
尤度関数は計算上扱いにくく，コストがかかる．ABC 法

は，シミュレーションデータと実測データを比較することで，

尤度の計算を無くし事後分布を推定する方法である． 

𝜽を求めるべき母数ベクトルとして，事前分布𝜋(𝜽)を与え

ると，事後分布が得られる．目標は，事後分布π(𝜽|𝒙) ∝

𝑓(𝒙|𝜽)𝜋(𝜽)を近似することである．𝑓(𝒙|𝜽)は，与えられた

𝜽に対するデータ𝒙の尤度である． 

ABC法のアルゴリズムを以下に示す． 

1) 提案分布𝜋(𝜽)から母数候補𝜽∗をサンプリングする． 

2) 𝒙∗を条件付確率分布𝑓(𝒙|𝜽∗)からシミュレーションする． 

3)   𝒙∗を実験データ 𝒙0と比較し，距離関数を用いて

  𝑑(𝒙0, 𝒙∗) ≤ 𝜀であるとき，𝜽∗を得る．ここで𝜀は距離 

関数の閾値である． 

 ABC 法の出力は，分布π(𝜽|𝑑(𝒙0, 𝒙∗) ≤ 𝜀)からの母数の

サン プル であ る ． 𝜀 が十分に小 さ ければ ， 分 布

π(𝜽|𝑑(𝒙0, 𝒙∗) ≤ 𝜀)は事後分布π(𝜽|𝒙0)の良好な近似を与

える． 

 
３ 空力係数の推定法 
３.１ 運動方程式 
 ボールの投射位置を座標原点にとり，鉛直上向きに𝑧軸

をとる．ボールの初速度ベクトルと𝑧軸が作る平面を考え，

この平面内で水平方向に𝑥軸をとる．以下では，ボールは

この𝑥‐ 𝑧平面内で2次元運動すると仮定する． 

 空気中においてボールの速度の自乗に比例する抵抗と

揚力が働くとすると，ボールの運動方程式は次式となる[3]． 

�̇� = −
𝜌𝑆𝑞

2𝑚
(𝐶𝐷  𝑢 + 𝐶𝐿𝑤)         (1) 

�̇� = −
𝜌𝑆𝑞

2𝑚
(𝐶𝐷  𝑤 − 𝐶𝐿𝑢) − 𝑔 (2) 

ここで(𝑥, 𝑧)と(𝑢, 𝑤)はボールの重心の位置ベクトルと速度

ベクトルで𝑞2 = 𝑢2 + 𝑤2とする．また，𝑚および𝑔はボール

の質量と重力加速度である．また，𝜌は空気密度，𝑆はボー

ルの投影断面積，𝐶𝐷と𝐶𝐿はそれぞれ抵抗係数と揚力係数

である． 

３.２ 推定手順 
ABC 法の中の逐次モンテカルロ法を用いた空力係数の

推定手順を以下に示す． 今回は𝐶𝐷と𝐶𝐿を母数とする． 

1) 閾値を𝜀1 > 𝜀2 > ⋯ 𝜀𝑡 > ⋯ 𝜀𝑇 ≥ 0となるように選ぶ．

𝑡 = 1，𝑖 = 1とする．  

2) 𝜃∗を 1 つ前の閾値で受容された𝜃𝑡−1
(𝑖)
の中から重み

𝑤𝑡−1
(𝑖)
に従ってランダムに選ぶ．そして，𝐶𝐷と𝐶𝐿の候補

𝜃∗∗を𝐾𝑡(𝜃|𝜃∗)からサンプリングする． 𝐾𝑡は与えられた

母数の付近から，母数候補を生成する分布である． 

3) 𝜃∗∗から(1)式と(2)式を使って速度𝑢と𝑤を求め，軌道

を求める． 

4) 元の軌道データと計算した軌道との距離を計算する．

距離が𝜀𝑡以下であるときその𝐶𝐷と𝐶𝐿をとる．𝜀𝑡より大き

いなら 2) へ戻る． 

5) 𝜃𝑡
(𝑖)

= 𝜃∗∗とし𝜃𝑡
(𝑖)
の重みを(3)式から計算する． 

𝑖 < 𝑁であれば𝑖 = 𝑖 + 1として 2)へ戻る．ここで，𝑁は

サンプリングサイズとする． 

𝑤𝑡
(𝑖)

=
𝜋(𝜃𝑡

(𝑖)
)

∑ 𝑤𝑡−1
(𝑗)

𝐾𝑡 (𝜃𝑡
(𝑖)

|𝜃𝑡−1
(𝑗)

)𝑁
𝑗=1

 (3) 

ここで，𝜋は事前分布とする． 

6) ∑ 𝑤𝑡
(𝑖)

= 1𝑁
𝑖=1 となるように重みを正規化する． 

𝑡 < 𝑇であれば𝑖 = 1，𝑡 = 𝑡 + 1として 2)へ戻る． 

ただし，𝑡 = 1のとき 2)は事前分布𝐶𝐷~𝑈(0,1), 𝐶𝐿~𝑈(−1,1)

から直接𝜃∗∗をサンプリングする．また，5)では𝜃1
(𝑖)
の重み

𝑤1
(𝑖)
をすべて等しくなるように与える． 

逐次モンテカルロ法は閾値を徐々に小さくしていき，前

の閾値で受容した母数の付近から次の候補を選ぶことで

計算効率を上げる方法である． 

 

４ 推定結果 
４.１ 先行研究と補間法の推定結果 

10 個の卓球ボールの軌道に対して推定を行った．先行

研究[4]と，軌道を時間の関数で補間し空力係数を推定す

る方法（補間法）の推定結果を表 1 に示す．𝐶𝐷と𝐶𝐿の欄は

先行研究，𝐶D (LS)と𝐶L (LS)の欄は補間法の結果を表す．

補間法は軌道の各点に対して推定できるため推定結果の



 
平均を示している．空白は推定できなかった軌道である． 

表１ 先行研究と補間法における空力係数の推定結果 

 
４.２ 空力係数を一定として推定 
同じ軌道に対して ABC法を用いて推定する．ここでは先

行研究と同様に空力係数を一定とする．先行研究と補間

法の結果は近い値が得られており，先行研究では推定で

きない軌道があるため補間法の結果と比較する． 

推定結果を表 2に示す．サンプリングサイズは 1000 とし

た．閾値は𝜀 = (1.0, 0.5, 0.1, 0.05, 0.01)とした．No.16 の軌

道のみ𝜀 = (1.0, 0.5, 0.1, 0.05)としている．EAPは推定結果

の平均，95%信用区間は推定結果の両端 2.5%を除いた区

間を表している． 

表 2 ABC 法における空力係数の推定結果 

 

No.16 以外の軌道では，抵抗係数は補間法と近い値が

得られた．しかし，No.05 を除く他の軌道の揚力係数は補

間法よりも小さい値になった． 

４.３ 空力係数を時間の１次関数として推定 
ここでは, 空力係数を時間の 1 次関数と考え，その係数

を推定することで空力係数の時間変化を調べる．すなわち，

空力係数を(4)式と(5)式のように定義する．  

𝐶𝐷 = 𝑎𝐷𝑡 + 𝑏𝐷 (4) 

     𝐶𝐿 = 𝑎𝐿𝑡 + 𝑏𝐿   (5) 

EAP推定値を表 3に示す．サンプリングサイズは 1000，

𝜀 = (1.0,  0.5,  0.1,  0.05,  0.01,  0.005,  0.001)とした．ただし，

No.16 のみ𝜀 = (1.0,  0.5,  0.1,  0.05,  0.01,  0.005)とした． 

事前分布は定数項を𝑏D~𝑈(0,1), 𝑏L~𝑈(−1,1)としたが，空

力係数の時間変化率は事前に予測できないため，

𝑎D, 𝑎L~𝑈(−10,10)とした． 

表 3 先行研究と補間法における空力係数の推定結果 

空力係数を一定とした場合と比較して，閾値をより小さく

しても推定できたことから空力係数が時間変化している可

能性がある． 

表 3 の EAP 推定値を(4)式と(5)式に代入し，補間法の

結果と比較する．抵抗係数を図 1，揚力係数を図 2 に示す．

図 1は縦軸を抵抗係数，横軸を時間とする．図 2は縦軸を

揚力係数，横軸を時間とする．プロットが補間法，実線が

ABC 法の結果で，軌道を色ごとに分けている．先行研究で

推定できた軌道を左，できなかった軌道を右に示す． 
 

図 1 補間法と ABC 法における抵抗係数の時間変化 
 

図 2 補間法と ABC 法における揚力係数の時間変化 
 

図 1 では傾きが異なる軌道もあるが No.16 以外は最大

0.05程度の差で推定できた．No.16は閾値を小さくできない

ことから測定誤差の影響が考えられる．図 2は右の図の方

が変化が大きいことがわかる．抵抗係数と同様に揚力係

数も最大 0.05 程度の差で推定できた．  
 

５ まとめと今後の課題 
本研究では，飛翔中のボールの軌道データからボール

に働く流体力を調べるために，近似ベイズ計算法を用いた． 

 その結果，従来の軌道を補間し空力係数を推定する方

法と比較して，抵抗係数は近い値が得られた．一方，揚力

係数は近似ベイズ計算法の結果の方が小さくなった．  

  次に，空力係数の時間変化を調べるため，時間の 1 次

関数として置き換え，その係数を推定した．従来の方法と

比較して，時間変化の傾向が異なる軌道もみられたが，近

い値が得られた．しかし，この方法は計算時間が大きため，

より定量的な評価をするためには高速化が必要である． 
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04 0.432 0.047 0.438 0.049

05 0.423 0.131 0.428 0.135

08 － － 0.454 0.172

11 0.456 0.146 0.459 0.151

16 － － 0.459 0.191

23 0.418 0.094 0.424 0.095

24 0.421 0.045 0.426 0.049

30 － － 0.471 0.186

33 － － 0.428 0.116

37 － － 0.465 0.198

No. (EAP) (EAP) 95%信用区間 95%信用区間

04 0.441 -0.006 [0.410  0.471] [-0.034  0.022]

05 0.427 0.137 [0.395  0.458] [0.106  0.167]

08 0.457 0.130 [0.427  0.491] [0.099  0.159]

11 0.460 0.111 [0.428  0.493] [0.082  0.140]

16 0.622 0.142 [0.552  0.687] [0.084  0.202]

23 0.427 0.053 [0.397  0.459] [0.025  0.081]

24 0.430 0.028 [0.399  0.461] [-0.003  0.057]

30 0.475 0.083 [0.450  0.500] [0.060  0.107]

33 0.432 0.062 [0.401  0.462] [0.033  0.089]

37 0.472 0.078 [0.449  0.494] [0.057  0.098]
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04 -0.145 0.444 3.013 -0.078

05 0.042 0.426 -0.492 0.149

08 0.167 0.454 1.940 0.083

11 0.134 0.456 1.811 0.068

16 -6.640 0.775 2.204 0.092

23 -0.166 0.431 2.230 0.000

24 0.008 0.430 1.135 0.001
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