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1 はじめに 
飛翔している物体に働く流体力が飛翔軌道に大きな影響を

及ぼすことは古くから知られていた．例えば， スポーツ弾道

学では，様々なボールの空力特性とその軌道に関する研究が

これまでに行われてきた[1]．これらの研究では初速度や打ち

出し角度などの初期条件に基づく空力係数について調べられ

ている．そのため，飛翔中に変化する流体力が飛翔軌道に及

ぼす影響については十分に理解されているとはいい難い．こ

のことは，空力特性の把握に古くから風洞実験を用いている

ことが関係していると考えられる． 

風洞実験では一様流中に物体を固定して空力係数の測定を

行っている[2]．したがって，特定の流速に対する空力係数は

詳細に調べることができる．しかし，飛翔している物体は加

減速運動しており周囲の気流も常に変化していることから，

飛翔状態での空力係数は軌道に沿って変化している．したが

って，風洞実験の定まった条件が実際の飛翔条件と一致して

いない可能性がある．よって，飛翔状態でのボールの空力特

性を明らかにするにはボールの運動における加減速の影響を

考慮する必要がある． 

 そこで本研究では，飛翔状態のボールに働く非定常な流体

力を明らかにするために，飛翔軌道の時系列データから軌道

の局所的幾何学量を求め，これらとボールの運動方程式に含

まれる空力係数や回転軸などの力学量を関連付けることを考

える．そして，この方法をゴルフボールの実測 3 次元軌道デ

ータに用いて飛翔時の力学的特徴値を推定するとともに，そ

の結果について考察する． 

 

2 推定アルゴリズム[3] 

2.1 運動方程式 

質量𝑚のボールには，進行方向と逆向きに空気抵抗 𝐃とそ

れに直交する力 𝐍および重力𝑚𝑔が働く．ここで，𝐍 は回転に

よって発生する Magnus 効果などによる流体力で，揚力 𝐋 と

横力 𝐒 に分解することができる．したがって，ボールの重心

の運動方程式は次式で与えられる．  

𝑚𝐱̈ =  𝐃 + 𝐍 − 𝑚𝑔𝐞z =  −𝐷𝐞t + 𝐿𝐞L + 𝑆𝐞S − 𝑚𝑔𝐞z (1) 

ここで，𝐱 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) および 𝐯 = (𝑢, 𝑣, 𝑤)はそれぞれボールの

位置ベクトルと速度ベクトル， 𝐞z は 𝑧 軸方向の単位ベクトル

である．また， 𝐞t，𝐞L と𝐞S はそれぞれ軌道の接線単位ベクト

ルおよび揚力と横力方向の単位ベクトルである．なお，式中

の ∙ は時間微分を表わしている． 

 

2.2 加速度に関連する特徴値 

まずボールの加速度に関する空力係数を導出する．ボール

に働く流体力の大きさは一般にボールの速度の自乗に比例す

るため，その力が働く方向に応じた流体力の比例係数として

抵抗係数 𝐶D ，揚力係数 𝐶L  および横力係数  𝐶S  がそれぞれ

次式で定義される． 

𝐷 =
𝜌𝐴𝐶D𝑞2

2
⁄ ，𝐿 =

𝜌𝐴𝐶L𝑞2

2
⁄ ，𝑆 =

𝜌𝐴𝐶S𝑞2

2
⁄     (2) 

ただし， 𝜌 は空気密度，Aはボールの断面積である． 

 一方，ボールの速度(𝐯 = 𝑞𝐞t)から加速度は，空間曲線に対

する Frenet-Serret の式に従うと次のように求められる． 

𝐱̈ =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑞𝐞t) = 𝑞̇𝐞t + 𝑞𝐞̇t = 𝑞̇𝐞t + 𝜅𝑞2𝐞n      (3) 

式(3)からボールの加速度は，𝐞tと𝐞nの方向に分解可能であ

ることがわかる．よって式(1)の運動方程式は次のように書

ける． 

𝑚𝐱̈ = −(𝐷 + 𝑚𝑔(𝐞t ∙ 𝐞z))𝐞t + 𝐍 − 𝑚𝑔(𝐞z − (𝐞t ∙ 𝐞z)𝐞t) (4) 

式(3)と式(4)より各空力係数は以下のように求められる． 

𝐶D = −
2𝑚

𝜌𝐴𝑞2 (𝑞̇ + 𝑔(𝐞t ∙ 𝐞z)) 

𝐶L =
2𝑚

𝜌𝐴𝑞2
(

𝐍

𝑚
∙ 𝐞L) , 𝐶S =

2𝑚

𝜌𝐴𝑞2
(

𝐍

𝑚
∙ 𝐞S) (5) 

 

2.3 躍度に関連する特徴値 

次に空力係数の時間微分と回転軸を導出する．Frenet-Serret

の式に従って加速度の変化率である躍度を求め，得られた躍

度と運動方程式を時間で微分した式の比較を行うことで以下

の式が得られる． 

𝐱 =
𝑑𝐱̈

𝑑𝑡
= (𝑞̈ − 𝜅2𝑞3)𝐞t + (3𝜅𝑞̇ + 𝜅̇𝑞)𝑞𝐞n + 𝜅𝜏𝑞3𝐞b (6) 

 𝑚𝐯̈ = −𝐷̇𝐞t − 𝐷𝜅𝑞en + 𝐍̇                (7) 

式(7)の𝐍̇を𝐞t，𝐞nと𝐞bの各成分に分解し，Nと𝐞tが直交する

ことを用いると式（7）は次式のように表される． 

𝑚𝐯̈ = −(𝐷̇ + 𝜅𝑞N ∙ 𝐞n)𝐞t + (𝐍̇ ∙ 𝐞n − 𝐷𝜅𝑞)𝐞n + (𝐍̇ ∙ 𝐞b)𝐞b (8) 

この式と式(6)を比較することで，𝐷̇と𝐍̇が得られる． 

𝐷̇ = 𝑚(𝜅2𝑞3 − 𝑞̈) − 𝜅𝑞N ∙ 𝐞n

𝐍̇ = (−𝜅𝑞N ∙ 𝐞n)𝐞t + (𝑚(3𝜅𝑞̇ + 𝜅̇) + 𝐷𝜅)𝑞𝐞n + (𝑚𝜅𝜏𝑞3)𝐞b

(9) 

 最後に回転軸の導出について示す．抵抗に垂直な流体力𝐍

が Magnus 力の場合，𝐍は回転軸ベクトル𝛚を用いて次のよ

うに定義される． 

𝐍 =
𝜌𝐴𝐶N𝑟(𝛚 × 𝐯)

2𝑚
⁄ ≡ 𝐾𝛚 × 𝐯 (10) 

ただし，𝑟はボールの半径，𝐶Nは Magnus 力の係数で，𝐾はこ

れらの定数をまとめた係数である． 

式(10)を時間で微分した結果と式(9)の第 2 式を比較するこ

とで回転軸は次のように導出できる． 

𝐾𝛚 =
𝐯 × 𝐍

𝑞2 + 𝑚 (𝜏 −
1

𝜅𝑞2

(𝐍 ∙ 𝐞b)

(𝐍 ∙ 𝐞n)
((3𝜅𝑞̇ + 𝜅̇𝑞) + 𝜅

𝐷

𝑚
)) 𝐯 (11) 

このとき，回転軸の時間的な変化は十分に小さい(|𝛚̇| ≪ 1) 

と仮定している． 

 



4 3次元軌道データによる推定 

TRACKMAN(以下 TMN と略記)を用いて測定されたゴル

フボールの 3 次元実測軌道データから特徴値の推定を行う．

このとき，最小二乗法を用いて軌道上の連続する 2𝑛 +1 個の

時系列データを局所的に時間の 3 次関数として補間する．し

たがって，𝑛は軌道補間の際に用いるパラメータである． 

通常はボールの位置座標を推定に用いるが，TMN はドップ

ラーレーダによってボールの飛翔速度を直接計測しているた

め，本推定では速度データを時間の 3 次関数として補間する

ことで推定する． 

図1に抵抗係数と揚力係数，図2に横力係数の結果を示す．

図 1 の黒色が抵抗係数，灰色が揚力係数である．図の横軸は

ボールの飛翔速度の瞬間値に基づいたレイノルズ数である．

図中の○（𝑛 = 5）と×（𝑛 = 10）が今回の方法で得られた結

果で，点線は先行研究[4]で得られた結果である．実線は TMN 

の出力結果であるが横力係数は出力されない． 

図 1 抵抗係数と揚力係数 

図 2 横力係数 

 

図 1 と図 2 の結果をみると，空力係数のすべての推定値が

軌道に沿って変化していることがわかる．また，本研究で得

られた結果には補間間隔による差がないことがわかった．こ

れは TMN が直接計測している速度データを補間に用いたこ

とで推定精度が向上したことが要因と考えられる．そして，

先行研究と同じ補間間隔(𝑛 = ))で得られた結果と比較すると，

本推定法の結果は全体的に値のばらつきが減少し先行研究の

結果よりも TMN の値に近くなった． 

しかし，軌道の前半では TMN が計測した値と異なること

も確認できる．図 2 の結果をみると抵抗係数や揚力係数より

1 桁小さい値ではあるが横力係数が働いている．このことが

軌道の前半で TMNが計測した値と異なる要因と考えられる． 

次に，空力係数の時間微分の推定結果を図 3 に示す．ここ

での推定では補間パラメータは𝑛 = 10とした．そして，抵抗

係数とこれに垂直な方向の力 Nの係数の時間変化𝐶Ḋ，𝐶Ṅを示

している．ただし，横軸は時間である． 

図中の赤丸で示したように，ボールが軌道の頂点(𝑡 = 3.5 )

に近づくにつれて𝐶Ḋは増加している．一方，𝐶Ṅは単調減少し

ていくことから，ボールの加減速による影響が大きいのは抵

抗係数であることが示唆された． 

最後に回転軸の推定結果を図 4 に示す．このときの補間パ

ラメータは𝑛 = 20で，横軸は時間である．また，図中の○，

△，×のプロットがそれぞれ回転軸の単位ベクトルの(𝑥, 𝑦, 𝑧)

成分である．図 4 をみると，回転軸の𝑧成分は小さいながら値

をもっていることがわかる．これが図 2 で示した横力が働く

要因と考えられる．また，𝑥成分と𝑦成分は時間とともにそれ

ぞれ 0.0 と−1.0 に近づくことがわかる．これらと比べると𝑧成

分は十分に小さい値であることから回転軸はほぼ水平に近い

ことがわかる．このことからゴルフボールが徐々にバックス

ピンに近い回転軸での飛翔に移行していると考えられる． 

図 3 空力係数の時間微分 

図 4 回転軸の時間変化 

 

5 まとめ 

 本研究ではボールの飛翔軌道から軌道形状の曲率や捩率な

どの局所的な幾何学量を求め，これらとボールの運動方程式

に含まれる空力係数や回転軸などの力学的量を関連づけて推

定する方法を提案した． 

ゴルフボールの実測 3 次元軌道データを用いて特徴値を推

定した．特に軌道に沿う位置データではなく直接計測してい

る速度データを補間することで，従来の方法で得られた結果

よりも推定値のばらつきが少なく推定精度を改善できた．そ

して，今回の方法によって軌道データからすべての特徴値で

時刻ごとに推定できることを示した． 

本研究で使用したゴルフボールの軌道データは住友ゴム工

業（株）研究開発本部より提供いただいた．ここに記して謝

意を表する． 
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