
現代制御理論に基づく非圧縮性流れの新しい計算法 

笹島 健司 
 

主査：坪井一洋  副査：星野修，山中一雄 
 

1. はじめに 
 非圧縮性流れの代表的な計算法として MAC 系解
法や擬似圧縮性法があるが，流入出を考慮した内部

流れの問題に対して連続の式を精度良く満たすこと

が困難であることが知られている[1]．そのため，既存

の手法とは異なり，非圧縮の条件を精度良く満たす

新しい計算法の確立が重要となる． 
そこで，回転型のNavier-Stokes方程式が形式的に
動的システムの状態方程式と同じ形になる点に着目

して，非圧縮性流れの計算法に現代制御理論の枠組

みを導入する[2]．本論文では上記の考え方に基づいた

定式化を行い，非圧縮性流れに対する計算法を構築

する．さらに，平面Poiseuille流れ問題を例題として
取り上げ，本計算法の有効性を検証する．特に，代

表的な 3種類の格子系を考え，それぞれの格子系で
方程式を離散化する[3]．そして，非定常方程式に対し

て 1200程度の自由度をもつ数値解を求める． 
 

2. 計算法の定式化 
2.1基礎方程式 

対流項を回転形で書き表した非圧縮性

Navier-Stokes方程式と連続の式を次のように表す． 
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ここで，uは速度ベクトル，Reはレイノルズ数を表
す．また，Hは全圧，Ωは渦度の反対称行列を表し，
それぞれ次式で定義される． 
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ただし，Pは圧力を表す． 
 式(2.1)は現代制御理論における状態方程式と形式
的に対応し，速度ベクトルが状態ベクトル，全圧が

入力と考えることができる．このことから，連続の

式を出力方程式と対応させることが可能となる． 

 
2.2最適化手法の導入 
適当な格子系を用いて速度ベクトルと全圧を離散

化すると式(2.1)は次の形で表される． 
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ここで，xとHは格子上での速度ベクトル成分と全
圧から作ったベクトル，Gは勾配を離散化した行列，
b は境界条件で決まる定数ベクトルである．また，
行列Aは次式で定義される． 

).(Re 1 xWLA += −    (2.6) 
ただし，LとWはそれぞれLaplacianと－Ωの離散化
から得られる行列である． 
渦度を一定とみなせる程度の微小な時間間隔[t, 

t+δt]を考えると，式(2.5)の解は次式で表される． 
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ここで，eAδtは状態推移行列である．また，上付き添

字 nは時間ステップを表す． 
 一方，yを誤差ベクトルとすると式(2.2)は 

,dxy += D    (2.8) 
と表される．ここで，Dは発散を離散化した行列，d
は境界条件で決まる定数ベクトルである．出力 yを
用いて評価関数Zを定義する． 

.)( yyH TZ =    (2.9) 
 つまり，式(2.7)の x を式(2.8)に代入することで誤
差 yが全圧の関数として表される．したがって，連
続の式の誤差である評価関数 Zを最小化する解とし
て全圧Hが決まる．評価関数Zの最適化条件として
は次式を用いる． 
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3. 計算手順 
式(2.7)は，状態推移行列と時間積分項の計算に工
夫をすることで，次式のように簡単に表せる[4]． 
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 式(3.1)の状態ベクトルxn+1を式(2.8)に代入して，第
n+1 回の反復時における評価関数 Zn+1を求めると次

式が得られる． 
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ここで， 
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式(3.3)の評価関数 Zn+1を最適化条件(2.10)に代入す
ると最適解は次の連立 1次方程式の解として求まる． 

( ) ( )( ).21 TnnnT NN
t

MM +−=+ +

δ
H  (3.7) 

  以上をまとめると，定常解を求める手順は次のよ
うになる． 

手順1  状態推移行列 e(1/Re)Lδtを計算する． 
手順2  状態推移行列 eWδtを計算する． 
手順3  式(3.4)と式(3.5)からMとNnが決まる． 
手順4  式(3.7)を解いてHn+1を求める． 
手順5  式(3.1)より xn+1が決まる． 
手順 6  手順 2 に戻る．定常解を求める際には収束

条件Σ|xn+1－xn|，Σ|Hn+1－Hn|を調べる． 
 
4. 平面Poiseuille流れ問題の計算例 
平面Poiseuille流れ問題に対する数値計算を行った．
解析領域として主流方向の長さを 3，平行平板間の
幅を 1とした．計算条件として内部の格子点数をス
タガード格子に対しては 41×14，セル中心圧力格子
とレギュラー格子では 41×15とした．これは離散化
した速度の自由度がそれぞれ1203，1230となること
に相当する．また，レイノルズ数を40，時間刻み幅
δt＝10-2とし，流れ場が静止状態から定常状態になる

まで非定常計算を実行した． 
 Fig. 1 に示すように流入部での一様な流れは流出
部ではPoiseuille流れにまで発達することが確認でき
る．ただし，u は umaxで正規化して表した．umaxは

umax＝3Q0/2h で求められる．ただし，Q0は流入流量

を表し，スタガード格子ではQ0＝1.0，セル中心圧力
格子とレギュラー格子ではQ0＝0.9375となる．これ
らを上の式に代入すると，スタガード格子では umax

＝1.5，他の 2つの格子系では umax＝1.40625となる．
ここで，流出部の中心での u/umaxの値はセル中心圧

力格子でu/umax＝1.00308，スタガード格子ではu/umax

＝0.99428，レギュラー格子では u/umax＝1.05388とな

り，5%の誤差が生じる． 
 このようにレギュラー格子では u/umaxが理論値，

あるいは他の格子系と異なる値となる．これは流入

流量が出口に達する段階で増加したためと考えられ

る．Fig. 2は x＝0.0～3.0までの各格子点での流量Q
をQ0で正規化して表したものである．なお，流量の

計算には台形公式を用いた．この図を見ると，レギ

ュラー格子では x＝0.5までに流量が増加する． 
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Fig. 1流出部の速度分布 
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Fig. 2 流量の変化 

5. まとめ 
回転型Navier-Stokes方程式と連続の式をそれぞれ
動的システムの状態方程式と出力方程式に対応させ

ることで，非圧縮性流れの計算法に現代制御理論の

枠組みを導入した．この考えに基づく計算法を定式

化し，平面Poiseuille流れ問題に適用することでその
有効性を検証した．本計算法に基づき1200程度の自
由度をもつ系に対して，Re＝40の数値解を得た．ま
た，MAC法による計算結果と比較して非圧縮の条件
を高精度に満たすことを確認した． 
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