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1 はじめに 

非圧縮性流れの計算において，代表的な計算法として

MAC系解法[1]や擬似圧縮性法[2]があるが，これらの

手法では大規模渦[3]のような問題に対して連続の式を

精度よく満たすことが容易ではない. そのため従来の手

法とは異なる, 非圧縮の条件をより効果的に満たす計算

法の確立が必要である． 

そこで，回転型の Navier-Stokes方程式(以下 NS方

程式)が形式的に動的システムの状態方程式と同じ形に

なる点に着目して[4]，非圧縮性流れの計算に現代制御

理論の枠組みを導入する．この場合，速度場を状態ベク

トル，圧力場をシステムへの入力とみなし，連続の式の誤

差を出力方程式に対応させることで非圧縮条件の誤差を

最小にする入力として圧力場を決定することが考えられ

る．  

本研究では, NS方程式の極限であるストークス方程

式とオイラー方程式の２つの流体方程式について，それ

ぞれに対してシステムの可制御性を評価し，最適レギュレ

ータの設計手法に基づいた最適な圧力場の導出を試み

た． 

 

2 ストークス方程式 

2.1 ストークス方程式のフーリエ級数展開 

NS方程式のレイノルズ数(Re)が 0の極限であるストー

クス方程式を無次元化した式は以下のようになる. 

𝜕𝒖

𝜕𝑡
= ∆𝒖 − 𝛻𝐻. (1) 

ここで，３次元流れの場合,𝒖は速度場(𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇 , 𝐻は全

圧を示す． 

次に𝒖と 𝐻をそれぞれ複素フーリエ級数で展開して 

𝒖 =  (𝑢, 𝑣, 𝑤)𝑇  = ∑ 𝑼𝑗(𝑡)
∞

𝑗=−∞
exp(𝑖𝒌𝑗・𝒙), (2)  

𝐻 = ∑ 𝐻𝑗(𝑡)
∞

𝑗=−∞
exp(𝑖𝒌𝑗・𝒙) . (3)  

ただし𝑼𝑗(𝑡)=(𝑈𝑗(𝑡), 𝑉𝑗(𝑡), 𝑊𝑗(𝑡))𝑇は速度場に関する係数

ベクトル，𝐻𝑗(𝑡)は圧力場に関する係数ベクトル，𝒌𝑗 =

(𝑘𝑗, 𝑙𝑗 , 𝑚𝑗)は波数ベクトル，𝒙 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑇は 3 次元空間

座標を表している． 

式(1)にフーリエ級数展開した各変数を代入し,指数関

数の独立性を考えて時間の関数のみを取り出すと, 任意

の𝑗について次式が成り立つ． 

𝑑

𝑑𝑡
𝑼(𝑡) = −(𝑘2+𝑙2 + 𝑚2)I𝑼(𝑡) − 𝑖𝒌𝑇𝐻(𝑡), (4) 

ここで𝑼(𝑡) = (𝑈(𝑡), 𝑉(𝑡), 𝑊(𝑡))
𝑇

, 𝒌 = (𝑘, 𝑙, 𝑚), Iは単位

行列である． 

現代制御理論における状態方程式と式(4)は形式的に

対応しており,速度ベクトル𝑼(𝑡)を状態変数,圧力場𝐻(𝑡)を

入力変数と考えることができる． 

2.2 連続の式のフーリエ級数展開 

非圧縮性流れにおける連続の式を無次元化した式は

以下のとおりである． 

∇・𝒖(𝑡) = 0. (5) 

式(5)の右辺は本来 0 であるが,代わりに各時刻におけ

る状態変数の関数として𝑦(𝑡)とおく．その上で式(2)の𝒖を

代入して時間の関数について整理すると，任意の𝑗につい

て次式が得られる． 

𝑦(𝑡) = 𝒌𝑇・𝑼(𝑡). (6) 

式(6)で 𝑼(𝑡)をシステムの状態変数とみなすことで,動

的システムの出力方程式とみなすことができる．  

2.3 可制御性の判定 

ストークス方程式系の可制御性を考えると，このシステ

ムにおける可制御性行列U𝑐は以下のとおりである． 

U𝑐 = [−𝑖𝒌𝑇 𝑖|𝒌|2𝒌𝑇 −𝑖|𝒌|4𝒌𝑇]. (7) 

ここで式(7)の行列式|U𝑐|は 0であるから，このシステムは

可制御ではない．このことは，ストークス方程式の計算に

おいて，速度場の初期条件に対して連続の式を満たして

いる必要があることを意味する． 

 

3  オイラー方程式 

3.1 渦度による定式化 

NS 方程式のレイノルズ数が無限大の極限であるオイ

ラー方程式を無次元化した式は以下のようになる． 

𝜕𝒖

𝜕𝑡
= −Ω𝒖 − 𝛻𝐻. (8) 

ここで，渦度の反対称行列Ωは次式で定義される． 

Ω = [

0
−𝜔𝑧

𝜔𝑧 −𝜔𝑦

0 𝜔𝑥

𝜔𝑦 −𝜔𝑥 0
] . (9) 



式(8)は渦度𝝎 =  [𝜔𝑥 𝜔𝑦 𝜔𝑧]
𝑇
から構成される行列Ωを

含むため，時間に関する変化のみに着目すると，以下の

ようにシステムの状態方程式として扱うことができる． 

𝑑

𝑑𝑡
𝒖 = −Ω𝒖 − 𝛻𝐻. (10) 

3.2 可制御性の判定 

オイラー方程式系の可制御性を考えると，このシステ

ムにおける可制御性行列U𝑐は以下のとおりである． 

U𝑐 = [−I Ω −Ω2]. (11) 

ここでU𝑐から作れる小行列式のひとつである|−I|は 0 で

はないため，オイラー方程式から導出したシステム(10)は

可制御である．システムが可制御であることから，最適レ

ギュレータの設計手法を適用することができる． 

3.3 最適レギュレータ設計 

ここでは最適レギュレータの設計手法に基づき，オイラ

ー方程式系において以下の評価関数𝐽を最小にするよう

な最適制御入力について考える． 

𝐽 = ∫ [|𝒖(𝑡)|2 + |𝛻𝐻|2]
∞

0

𝑑𝑡. (12) 

ここでは，流れ場のエネルギーを考慮して，評価関数の２

つの重み行列をそれぞれIとした． 

次に，式(12)を最小にする最適制御入力を考える．こ

れを求めるために，以下のリカッチ方程式の解Pを求める． 

−PΩ − Ω𝑇P − P2 + I = 𝟎. (13) 

３次元において式(13)を解くと，P = Iと求まる．したがって，

最適制御入力𝑯0(𝑡)は以下のようになり，入力は圧力を

ポテンシャルとする流れとなった． 

𝑯0(𝑡) = 𝛻𝐻0 = 𝒖(𝑡). (14) 

3.4 オイラー方程式の解 

式(10)に式(14)の最適制御入力を代入すると以下の式

が得られる． 

𝑑

𝑑𝑡
𝒖(𝑡) = −(I + Ω)𝒖(𝑡). (15) 

ここで，式(15)の状態方程式の解を求める．式(15)を解く

と以下のようになる． 

𝒖(𝑡) = exp{−(I + Ω)𝑡}・𝒖(0). (16) 

式(16)においてexp{−(I + Ω)𝑡}は状態推移行列を表し

ている． 

次に，ラプラス逆変換を用いて式(16)を展開すると,  

𝒖(𝑡) = exp(−𝑡)・𝑅𝒆(|𝝎|𝑡)・𝒖(0), (17) 

が得られる．ここで𝒆 = [𝑒𝑥 𝑒𝑦 𝑒𝑧]𝑇は渦度𝝎の方向余

弦であり，𝑅𝒆(|𝝎|𝑡)は次式の回転行列を示している． 

𝑅𝒆(|𝝎|𝑡) = (1 − cos|𝝎|𝑡) [

𝑒𝑥
2 𝑒𝑥𝑒𝑦 𝑒𝑧𝑒𝑥

𝑒𝑥𝑒𝑦 𝑒𝑦
2 𝑒𝑦𝑒𝑧

𝑒𝑧𝑒𝑥 𝑒𝑦𝑒𝑧 𝑒𝑧
2

]

+ [

cos|𝝎|𝑡 −𝑒𝑧sin|𝝎|𝑡 𝑒𝑦sin|𝝎|𝑡

𝑒𝑧sin|𝝎|𝑡 cos|𝝎|𝑡 −𝑒𝑥sin|𝝎|𝑡

−𝑒𝑦sin|𝝎|𝑡 𝑒𝑥sin|𝝎|𝑡 cos|𝝎|𝑡

] , (18)

 

 

3.5 ポテンシャル流れによる制御の導入 

ここでは，オイラー方程式の最適レギュレータ設計にお

いてどのように圧力のポテンシャルを用いているか示す．

まず，適当に与えた速度ベクトル𝒖と圧力場𝐻を，発散が

0の成分(添え字𝑠)と回転が 0の成分(記号’)に分解する． 

𝒖 = 𝒖s + 𝒖′, (19) 

𝐻 = 𝐻s + 𝐻′. (20) 

次に，式(19)と式(20)を式(8)へ代入して 

𝜕(𝒖s + 𝒖′)

𝜕𝑡
= −Ω(𝒖s + 𝒖′) − (𝛻𝐻s + 𝛻𝐻′), (21) 

が得られる．式(21)において，連続の条件を満たしていな

い𝒖′が𝒖′(𝑡) → 𝟎となれば式(21)が連続の条件を満たす

ようになる．したがって，オイラー方程式系のシステム(10)

に基づき，最適レギュレータにて以下のシステムの最適

制御入力を求める． 

𝑑𝒖′

𝑑𝑡
= −Ω𝒖′ − 𝛻𝐻′. (22) 

式(17)と同様にして𝒖′の解を求めると 

𝒖′(𝑡) = exp(−𝑡)・𝑅𝒆(|𝝎|𝑡)・𝒖′(0), (23) 

が得られる．式(23)を式(19)に代入することで，以下のよ

うに𝒖が求まる． 

𝒖 = 𝒖s + exp(−𝑡)・𝑅𝒆(|𝝎|𝑡)・𝒖′(0). (24) 

さらに，式(24)は時間経過により𝒖(𝑡) = 𝒖sとなるため，

最適レギュレータによって連続の条件を満たす速度場𝒖s

が得られることになる．また，式 (14)の関係から，

𝒖′(𝑡) →0のとき𝐻′ →0 となるため，𝐻についても時間経過

とともに𝐻 = 𝐻s + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.が得られる．つまり，最適レギュ

レータを用いて式(22)のシステムを制御することで連続の

条件を満たす速度場𝒖sと圧力場𝐻sを求めることができる． 

 

4  まとめと今後の課題 

NS 方程式の極限であるストークス方程式とオイラー方

程式の２つの流体方程式について，それぞれに対する動

的システムの状態方程式を導出した．ストークス方程式

はフーリエ級数展開を行うことで定式化した．しかし，導出

したシステムは可制御ではなかったことから，初期条件に

対して連続の式を満たす必要があるがわかった．オイラ

ー方程式に対しては可制御であり，最適レギュレータから

求めた最適制御入力は圧力のポテンシャルとする流れと

なることを示した．また，この入力を用いて状態方程式の

解を求め，ポテンシャルを用いた制御の手法を示した． 

今後の課題として，微小な時間間隔を考え，その時間

内で渦度が一定であると仮定することで，オイラー方程式

の非定常計算を行うことが挙げられる． 
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