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1 はじめに 
 一般的に，ボールに働く空力係数は風洞実験によ
り測定されている．風洞実験では固定されたボール
に定常流を送ることにより空力係数を測定してい
る．しかし，飛翔中のボールは加減速するため，ボ
ール周りの気流は非定常流となり，風洞実験とは気
流の条件が異なる．  
最近では，投射されたボールの軌道から空力係数

を推定する研究が行なわれている[1]．この研究によ
り，風洞実験では調べられなかった空力係数の非定
常性を推定することが可能となった．しかし，軌道
が正確に測定されない場合や測定時間間隔が短い
場合には空力係数の推定結果にばらつきが生じる
問題があり，軌道を補間する際に用いる補間間隔を
広くする必要があった． 
そこで，本研究では軌道情報を用いた空力係数推

定法の精度を検証する．軌道から速度および加速度
を求める際に生じる打切り誤差および測定誤差を
考慮することで空力係数の誤差評価を行う． 

 

2 空力係数の推定法 
球の投射位置を座標原点とし，鉛直上向きに 𝑦軸，

球の初速度ベクトルと 𝑦軸が作る平面の水平方向に
 𝑥軸を定義する．このとき，球の運動方程式は(1)

式となる．  

{
𝑚�̇� = −𝑘𝑞𝑢 − 𝑙𝑞𝑣            
𝑚�̇� = −𝑘𝑞𝑣 + 𝑙𝑞𝑢 − 𝑚𝑔

 (1) 

ここで，𝑚は球の質量，(𝑢, 𝑣)は球の中心の速度ベク
トル，𝑞(= √𝑢2 + 𝑣2)は速度の大きさ，𝑔は重力加速
度である．また，𝑘および𝑙は(2)式で定義される． 

𝑘 =
1

2
𝜌𝑆𝐶D       , 𝑙 =

1

2
𝜌𝑆𝐶L  (2) 

このとき，𝐶Dは抵抗係数，𝐶Lは揚力係数，𝜌は空気
密度，𝑆は球の断面積である[2]．(1)式に複素数の速
度𝑤(= 𝑢 + 𝑖𝑣)と抵抗および揚力のパラメータ 휀(= 

−𝑘/𝑚+𝑖 𝑙 𝑚⁄ )を導入する[3]ことで，(1)式は(3)式の
ように簡潔に表わせる． 

     �̇� = 휀𝑞𝑤 − 𝑖𝑔 (3) 

(3)式の両辺に複素共役の速度�̅�をかけることで 휀
は(4)式のように示すことができる． 

휀 =
�̅�

𝑞3
(�̇� + 𝑖𝑔) (4) 

(4)式より，球の速度と加速度から空力係数を算出
することができる．  

(3)式は非線形方程式のため，求積法により軌道を
求めることができない．そこで， γ~휀𝑞 = 一定と仮
定して，運動方程式の線形化を行う．ここでは， 

𝑞 = 𝑞𝑖 (初速度)とおく．(3)式を線形化すると(5)式 

となる．ただし，終端速度𝑤∞は(6)式で定義される． 
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𝑤
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− 1) (5) 

𝑤∞ =
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𝛾
 (6) 

 (5)式に変数分離を用いて積分することで位置座
標 𝑧(𝑡)は(7)式と求まる． 

𝑧(𝑡) = 𝑤∞𝑡 −
𝑖𝑤∞

𝑔
(𝑤𝑖 − 𝑤∞) (𝑒

𝑖𝑔
𝑤∞

𝑡
− 1) (7) 

 

3 誤差解析 

速度と加速度は軌道を部分的に補間することで
求まる．ここでは軌道を時間の 2次関数として表す．
軌道の位置座標の測定時間間隔を𝜏，補間間隔を𝑛で
表わす．このとき，補間区間の中央点𝑧0と両端点𝑧−

および𝑧+の 3点による補間を意味する[1]． 
3点の軌道データから速度と加速度を求める際に

差分近似を用いる．そのため，軌道データから得ら
れた速度と加速度には打切り誤差が生じる．また，
軌道データは必ずしも正確に測定できるとは限ら
ない．そこで，軌道データの中央点𝑧0に測定誤差 δ𝑧
が含まれるとする． 

打切り誤差および測定誤差を考慮したときの複
素数の速度𝑤𝛥と加速度�̇�𝛥はそれぞれ(8)式と(9)式と
なる． 

𝑤𝛥 =
𝑧+ − 𝑧−

2𝑛𝜏
= 𝑤 +  

1

6
�̈�(𝑛𝜏)2 + 𝑂((𝑛𝜏)4)         (8) 
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(9) 

(4)式に𝑤 = 𝑤𝛥, �̇� = �̇�𝛥を代入することで抵抗およ
び揚力の誤差𝛿휀が求まり，誤差評価式|𝛿휀 휀⁄ |は(10)

式となる．  
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(10) 

(10)式右辺を𝑛𝜏の関数とみなしたとき，右辺を最小
とする𝑛𝜏は(11)式で与えられる．  
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(10)式において|𝑒𝑖𝑔𝑡 𝑤∞⁄ | ≤ 1 なので，|𝛿휀 휀⁄ |は(12)

式となり，その右辺は(13)式のとき極値をとる． 
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4 誤差評価 
無回転の卓球ボールの 2次元軌道データ[3]を用い

て誤差評価を行う．このとき，軌道データの測定時
間間隔𝜏 = 1 120⁄  sである．評価条件を表 1に示す．
ここで，軌道撮影時に用いたスリット光の厚さが 8 

mm であったため[3]，|𝛿𝑧| = 0.008 mとした．(17)

式による評価結果を図 1に示す．  
 

表 1 軌道および誤差評価の条件 

𝑞𝑖 [m s⁄ ] 𝜃 [deg. ] 𝐶D  𝐶L |𝛿𝑧|[m] 

10.01 3.0 0.45 0.00 0.008 

 

図 1 |𝛿휀 휀⁄ |の評価結果 
 

図 1より|𝛿휀 휀⁄ |は極小値をもつ．このときの𝑛𝜏は
0.145(𝑛 = 17)であった．(12)式より𝑛𝜏 ≤ 0.145では
測定誤差，𝑛𝜏 ≥ 0.145では切り誤差による影響が支
配的となる．特に，𝑛𝜏が小さいときには|𝛿𝑧|がδ휀に
大きく影響する． 

(10)式および(11)式を用いて各時刻における最適
な補間間隔を用いたときの相対誤差を図 2に示す． 
図 2の結果より，時間経過につれて相対誤差は増

加することがわかる．これは，時間経過につれて速
度が減少するためである． 

 

図 2 各時刻における相対誤差の評価結果 
 

次に，実測データを用いて誤差評価の考察をする．
ここでは𝑛=10,15および 17で抵抗係数を推定した．
さらに，各補間間隔における抵抗係数の誤差範囲を
求めた．各補間間隔の相対誤差|𝛿휀 휀⁄ |を表 2に示す．
抵抗係数の推定結果および誤差範囲を図 3に示す． 
図 3より，最適な補間間隔に近づくにつれて抵抗

係数の推定誤差範囲は徐々に狭まり，抵抗係数の値
は減少傾向となっていることがわかる． 

 

表 2 各補間間隔の相対誤差 

 
𝑛=10 𝑛=15 𝑛=17 

|𝛿휀 휀⁄ | 0.036 0.022 0.021 
 

 

図 3 抵抗係数の評価結果 
 

5 まとめ 
 本研究では軌道を用いた空力係数推定法の精度
を検証するために測定誤差および打切り誤差を考
慮した空力係数の誤差評価を行った． 
誤差評価を行った結果，空力係数の推定には最適

な補間間隔が存在することを示した．最適な補間間
隔は主に終端速度と測定誤差により決まる． 
卓球ボールの実測データを用いて抵抗係数を推

定した結果，最適な補間間隔に近づくにつれて推定
誤差範囲は徐々に狭まり，最適な補間間隔を用いた
際には推定誤差を 2%程度に抑えることができた． 
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